TEORIA DELLA STIMA:

MASSIMA VEROSIMIGLIANZA

& = esperimento

X = v.c. che descrive l'esperimento

Sfx(x,0) = famiglia di distribuzioni a cui appartiene X

0 = parametro (mono o pluri dimensionale) che caratterizza la densita di probabilita

Conoscendo f y(x,0) cui X appartiene per 0=0 ed avendo un campione (bernoulliano)
[x,,..., Xy) estratto da X vogliamo ottenere unstima 6 di 0 tale che |§ —@| sia piccolo,
con probabilita alta.

N.B. @ Dipende dai valori del campione, quindi 0=0(x,,..., x))

Campione bernoulliano: ottenuto con prove indipendenti tutte uguali tra loro

VARIABILE CAMPIONARIA
Variabile campionaria: nel caso bernoulliano, descrive N ripetizioni uguali e indipendenti di ¢

descrive quindi I'esperimento complesso &

X = v.c. che descrive la singola prova dell'esperimento
Xl
x W= X, ) ) Y x Y :
A= = v.c., v.camp. N-dimensionale, con X, X,,..., y nhormali
XN
[ o
X
xO
x’=|"2 = campione bernoulliano, estratto da X ™)

essendo il campione bernoulliano:

Ha | | B i o 0 0
E XM= Frl=Fri=p 7] e Cu=| 0 o> 0 |=0%,
: : . 2

Salx:0)=fy(x,,.. xN"Q):H,]-il S x(x;50)

=

L(x;0)=f XW,(LQ):H fy(x,;0) densitadi X" , likelihood (verosimiglianza)

i=1
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STATISTICHE
Si definisce statistica §(X'"') una qualsiasi funzione della v.camp. X’

N
La v.c. media campionaria costituisce un esempio di statistica: M :ﬁ z X,
i=1

Dato un campione si puo pero ottenere una stima della media campionaria:
N

m:%z x; V.s.estrazione dallav.c. M
i=1
STIMATORI

Data una funzione di likelihood L(x,0) ,trovare una statistica 7 (X)) distribuita intorno a
0 ,tale che un'estrazione ¢ da 7 ( t=T(x) ), ottenuta da un campione x siavicinaa 6
con probabilita alta.

T(x") stimatore di 0 (statistica) spesso si indica con 0

t=T(x) stima di 0

D> ®>

CORRETTEZZA DEGLI STIMATORI
Se la media dello stimatore coincide con il parametro che si vuole stimare, lo stimatore € corretto
Deve essere E(T(X)|=0

Sia T(X™)=T(X)
T(X = distribuito intorno a 0
b(0)=E{T(X)0}—6 = bias (distorsione)
E(T(X)6} = mediadi T(X)
0 = valore corretto del parametro

Se E{T(X)]=6 lo stimatore ha bias nullo e si dice unbiased (corretto)

CONVERGENZA IN PROBABILITA
Una successione converge in probabilita se per N—o , m—p e s—0 (condizione necessaria)

CONSISTENZA DEGLI STIMATORI
Per essere buono, vogliamo che lo stimatore, quando N tende a infinito, faccia convergere in
probabilita T(X") a 0

lim 7(XY)=6 cjos lim P(T(XV)=0)<e|=1 Ve

N - N -

O equivalentemente, applicando le condizioni per la convergenza in media quadratica:

. (N)\) —
le E [T (X N )}—9 media dello stimatore
. N —
]{llm o’ {T(x™))=0 varianza dello stimatore

N.B. Se lamediatendea 0 ,ilbias b(0) tende a zeroper N —oo
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LIKELIHOOD DI VC NOTE

POISSONIANA
Af
P(KZk)ZFe ! (0=2)
.N k Zki
A A v AT
LKY A=[Te" =" 5
i=1 k! Hk'
pir
BINOMIALE
P(K=k)= Z)pk(l—p)" (6=p)
N N zk N Zk
N i, a—k ’ nN —
i =T () 0= {11120
i=1 i i=1 i
NORMALE
1 —i(x—u)
fxlx)= e (0=(u,07))
o2
N N - lz(xfln N 122()‘7“)2
L(XW),(N:UZ)):H fX(xi):H 1 2 ’ B 1 2 2
i=1 i=1 V21T O 2o
ESPONENZIALE
| -
filw)=re * (0=s)
u
N 1 _Xi 1 —Z'Xi
Lx™ w=[l-e "=—e *
i=1 M H

STIMATORI DI MINIMA VARIANZA: EFFICIENZA
Uno stimatore si dice efficiente se la sua varianza ¢ piu piccola di quella di altri stimatori della
stessa variabile

CONVERGENZA IN LEGGE: TEOREMA CENTRALE DELLA STATISTICA
La somma di N v.c. tutte tra loro indipendenti, e con la stessa distribuzione tende asintoticamente in
legge ad un normale, qualunque sia la distribuzione iniziale delle N v.c.

Cioe:
Sia [X i} una successione di variabili indipendenti, tutte con la stessa distribuzione e con
E{X =y e o’(X)=0"

1 1

n
allora la successione S,= z X,

i=1

ha I'andamento asintotico in legge S,~N[nu,no’]

qualunque sia la distribuzione iniziale delle [X,] , ovvero LN [0,1]
Vno
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STIME DI MASSIMA VEROSIMIGLIANZA (MAXIMUM LIKELIHOOD)

Si sceglie come stimatore di 6 , la statistica 7' (X ) tale che:
L(x,T(x))=maxL(x;0)
0

Dato un campione x sisceglie quindiil 6 per cui ¢ massima la probabilita di estrarre proprio
quell' x .

ESEMPIO: CAMPIONI NORMALI

(V_ﬂx>
1 202
X~Nlu ,'CTZ] = x)= e
X X fX( ) O'X\/ﬁ
i ) X T ; Hx
10: 5 X = 5 El{x }: :uX s CXX:UX IN s 9: 2
o
x% Xy Uy 1 X
N N 1 (0) 2 1 (0)
, 1 ———(x"—p) 1 - UZZ,(X —p)
L™ o)=L, (o)=L L7 (=11 —=—e 7 = e’
i=1 i=1 igea (2_”_)2 (0_2)2
(N) N N 2 1N (x('O)_U)
In(L(X"Y,0))=—=In(2m)-ZIn(0?)—= >,
2 2 25 o°
Per trovare il massimo della funzione deve essere:
dln(L)
—:0
Ou
81n(2L):0
oo
oln(L Y —2(x)" - Y u
ull )—0 = —lz (’2 H)ZO = in”)—z;J:O = Zx Nu=0
ou 25 o i=1 i=1 i=
oln(L) N1 1 1 & 1 <
=0 — ==t Y —u)’=0 ~N+ ) u)=0
oo’ - 2 g2 2(0'2)2;()61 2 - (Uz)g(x, H)

N
z x”—Nu=0
i=1
STIME STIMATORI
1< RN
fi= ~ >l M==> x\ media campionaria
i=1 i=1
N 1 N 1 N
o= = S (x9—q) §2= v Z =7(x™) varianza campionaria
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